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1 はじめに
スターリングの公式を用いた二項分布の正規近似 (その 2)では，ウォリスの公式を用いたガウス積分の証明お
よび正規分布の諸性質について記述した．今回はスターリングの公式の証明をした後，ド・モアブル-ラプラスの
定理 (二項分布の正規近似)について記述する．

2 ド・モアブル-ラプラスの定理
2.1 スターリングの公式
定義 2.1 数列 {an} , {bn} (n = 1, 2, 3, · · · )に対し，次を満たすとき an ≈ bn とかく．

lim
n→∞

an
bn

= 1

前回のスターリングの公式を用いた二項分布の正規近似 (その 2)で述べた実数の連続性 (上に有界な単調増加数列
は収束する)の言い換え (同値な公理)として次がある．

公理 2.2 (実数の連続性) 下に有界な単調減少数列は収束する．

補題 2.3 [6] 数列 {an} (n = 1, 2, 3, · · · )を次のように定める．

an =
n!√
2πn

( e

n

)n

このとき，{an}は収束し， lim
n→∞

an ̸= 0である．

証明
すべての自然数 nにおいて，an =

n!√
2πn

( e

n

)n

> 0より，{an}は下に有界である．

次に {an}が単調減少数列であることすなわち an > an+1 を示すため，log

(
an

an+1

)
> 0が成立することを示す．

log

(
an

an+1

)
= log

{(
1 +

1

n

)n+ 1
2

}
− 1

=

(
n+

1

2

)
log

(
1 +

1

n

)
− 1
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ここで f(x) =

(
x+

1

2

)
log

(
1 +

1

x

)
− 1とおく．

f ′(x) = log

(
1 +

1

x

)
− 2x+ 1

2x(x+ 1)

f ′′(x) =
1

2x2(x+ 1)2

x ≧ 1において f ′′(x) > 0であるため，f ′(x)は単調増加． lim
x→∞

f ′(x) = 0であるので，f ′(x) < 0となることが
わかる．*1 したがって，f(x)は単調減少である．また

lim
x→∞

f(x) =
1

2
log 1 + log e− 1

= lim
x→∞

1

2
log

(
1 +

1

x

)
+ log

(
1 +

1

x

)x

− 1

= 0

となるので，x ≧ 1において f(x) ≧ 0であることがわかる．*2
以上より，{an}は下に有界な単調減少数列であるため収束する．
次に lim

n→∞
an ̸= 0であることを示す．

g(x) =
1

4x(x+ 1)
− f(x)とおく．このとき

g′(x) =
4x3 + 6x2 − 1

4x2(x+ 1)2
− log

(
1 +

1

x

)
g′′(x) =

2
(
x+ 1

2

)2
+ 1

2

2x3(x+ 1)3

x ≧ 1において，g′′(x) > 0かつ lim
x→∞

g′(x) = 0であるので，g′(x) < 0である．*2

lim
x→∞

g(x) = lim
x→∞

{
1

4x(x+ 1)
− log

(
1 +

1

x

)x

− 1

2
log

(
1 +

1

x

)
+ 1

}
= 0− log e− 0 + 1

= 0

であるので，x ≧ 1において g(x) > 0であることがわかる．*2
したがって，すべての自然数 nにおいて次の不等式が成立する．

log

(
an

an+1

)
<

1

4n(n+ 1)

*1 3補題 3.1
*2 3補題 3.2
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また，
n−1∑
k=1

log

(
ak

ak+1

)
=

n−1∑
k=1

(log ak − log ak+1)

= log

(
a1
an

)
n−1∑
k=1

1

4k(k + 1)
=

n−1∑
k=1

1

4

(
1

k
− 1

k + 1

)
=

1

4

(
1− 1

n

)
< log e

1
4

であることから， a1
an

< e
1
4 がわかる．ここで a1 =

e√
2π
であるので，an >

e
3
4

√
2π
が成立するので， lim

n→∞
an ̸= 0

である． ■

命題 2.4 [6]

lim
n→∞

n!√
2πn

( e

n

)n

= 1

証明
an =

n!√
2πn

( e

n

)n

とおく．補題 2.3より lim
n→∞

an が存在する．この極限値を Aとおく．すなわち， lim
n→∞

an = A

とする．ウォリスの公式より
√
π = lim

n→∞

1√
n
· 2 · 4 · 6 · · · · · 2n
1 · 3 · 5 · · · · · (2n− 1)

· 2 · 4 · 6 · · · · · 2n
2 · 4 · 6 · · · · · 2n

= lim
n→∞

1√
n
· 2

2n · (n!)2

(2n)!

= lim
n→∞

n!√
2πn

( e

n

)n

·
√
2π ·

(n
e

)n

· 2
2nn!

(2n)!

= A lim
n→∞

n!√
2πn

( e

n

)n

2π
√
n ·

(n
e

)2n

· 22n

(2n)!

= A2 lim
n→∞

1
(2n)!√
2π(2n)

(
e
2n

)2n ·
√
π

= A2 · 1
A

·
√
π

= A
√
π

したがって，A = 1であることがわかる． ■

定理 2.5 (スターリングの公式) [6]

log n! ≈ 1

2
log (2πn) + n (log n− 1)
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証明
命題 2.4より，

lim
n→∞

log

{
n!√
2πn

( e

n

)n
}

= lim
n→∞

{
log n!− log

√
2πn

(n
e

)n}
= 0

である．したがって，

lim
n→∞

log n!

log
{√

2πn
(
n
e

)n} = lim
n→∞

[
log n!− log

{√
2πn

(
n
e

)n}
log

{√
2πn

(
n
e

)n} + 1

]
= 1

■

2.2 ド・モアブル-ラプラスの定理の証明
補題 2.6 [6]

log

{
n!

(n− k)!k!
· pk · (1− p)

n−k

}
≈ 1

2
log

{
n

2πk(n− k)

}
− (n− k) log

n− k

n(1− p)
− k log

k

np

証明
スターリングの公式 (定理 2.5)より

log

{
n!

(n− k)!k!
· pk · (1− p)

n−k

}
= log n!− log(n− k)!− log k! + k log p+ (n− k) log (1− p)

≈
{
1

2
log (2πn) + n (log n− 1)

}
−

[
1

2
log {2π(n− k)}+ (n− k) {log (n− k)− 1}

]
−
{
1

2
log (2πk) + k (log k − 1)

}
+ k log p+ (n− k) log (1− p)

=
1

2
log

{
n

2πk(n− k)

}
− (n− k) log

n− k

n(1− p)
− k log

k

np

■

Y = X − npと変数変換を行い，X = k のとき Y = y とする．

(n− k) log
n− k

n(1− p)
= {n(1− p)− y} log n(1− p)− y

n(1− p)

= n(1− p)

[
1− y

n(1− p)
log

{
1− y

n(1− p)

}]

k log
k

np
= (y + np) log

y + np

np

= np

(
1 +

y

np

)
log

(
1 +

y

np

)

補題 2.7

lim
t→0

log (1− t)

−t+ 1
2 t

2 − 1
3 t

3 + 1
4 t

4
= 1
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証明

lim
t→0

log (1− t)

−t+ 1
2 t

2 − 1
3 t

3 + 1
4 t

4
= lim

t→0

− log
{
(1− t)−

1
t

}
−1 + 1

2 t−
1
3 t

2 + 1
4 t

3

=
− log e

−1
= 1

■

t =
y

n(1− p)
とおくと，n → ∞のとき t → 0であるので，次が成立する．

log

{
1− y

n(1− p)

}
≈ −

{
y

n(1− p)

}
− 1

2

{
y

n(1− p)

}2

− 1

3

{
y

n(1− p)

}3

− 1

4

{
y

n(1− p)

}4

補題 2.7と同様にして，次が成立する．

補題 2.8

lim
s→0

log (1 + s)

s− 1
2s

2 + 1
3s

3 − 1
4s

4
= 1

s =
y

np
とおくと，n → ∞のとき s → 0であるので，次が成立する．

log

(
1 +

y

np

)
≈

(
y

np

)
− 1

2

(
y

np

)2

+
1

3

(
y

np

)3

− 1

4

(
y

np

)4

命題 2.9 上の条件のもと，次が成立する．

n(1− p)

[
1− y

n(1− p)
log

{
1− y

n(1− p)

}]
+ np

(
1 +

y

np

)
log

(
1 +

y

np

)
≈ y2

2np(1− p)
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証明

n(1− p)

[
1− y

n(1− p)
log

{
1− y

n(1− p)

}]
≈ n(1− p)(1− t)

(
−t+

1

2
t2 − 1

3
t3 +

1

4
t4
)

= n(1− p)

(
−t+

1

2
t2 − 1

6
t3 +

1

12
t4 +

1

4
t5
)

= −y +
y2

2n(1− p)
− y3

6 {n(1− p)}2
+

y4

12 {n(1− p)}3
+

y5

4 {n(1− p)}4

np

(
1 +

y

np

)
log

(
1 +

y

np

)
≈ np(1 + s)

(
s− 1

2
s2 +

1

3
s3 − 1

4
s4
)

= np(s+
1

2
s2 − 1

6
s3 − 1

12
s4 − 1

4
s5)

= y +
y2

2np
− y3

6(np)2
− y4

12(np)3
− y5

4(np)4

(左辺) ≈ −y +
y2

2n(1− p)
− y3

6 {n(1− p)}2
+

y4

12 {n(1− p)}3
+

y5

4 {n(1− p)}4

+y +
y2

2np
− y3

6(np)2
− y4

12(np)3
− y5

4(np)4

=
y2

2np(1− p)
−

(
2p2 − 2p+ 1

)
y3

6n2p2(1− p)2
+ · · ·

≈ y2

2np(1− p)

■

補題 2.10 これまでの条件のもと，次が成立する．
1

2
log

{
n

2πk(n− k)

}
≈ 1

2
log

1

2πnp(1− p)

証明

lim
n→∞

1
2 log

{
n

2πk(n−k)

}
1
2 log

{
1

2πnp(1−p)

} = lim
n→∞

log
{

n
2π(y+np){n(1−p)−y}

}
log

{
1

2πnp(1−p)

}
= lim

n→∞

log n− log 2π − log (y + np)− log n(1− p)− y

− log 2πp(1− p)− log n

= lim
n→∞

log n− log 2π − log
(
y
n + p

)
− log

{
(1− p)− y

n

}
log 2πp(1− p) + log n

= lim
n→∞

1 + log 2π
logn − log ( y

n+p)
logn − log{(1−p)− y

n}
logn

log 2πp(1−p)
logn + 1

= 1

■
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定理 2.11 (ド・モアブル-ラプラスの定理) [6] 確率変数 X が二項分布 B(n, p) に従うとし，µ = np, σ =√
np(1− p)とおくとき，次が成立する．

P (X = k) ≈ 1√
2πσ

e

{
− (k−µ)2

2σ2

}

証明

logP (X = k) ≈ 1

2
log

1

2πnp(1− p)
− y2

2np(1− p)

µ = np, σ =
√
np(1− p)であるので

P (X = k) ≈ 1√
2πσ

e

{
− (k−µ)2

2σ2

}

■

3 補遺
関数の極限に関する 2つの補題 3.1および補題 3.2を ε− δ 論法 (イプシロン-デルタ論法)を用いて証明する．

任意の正の実数 εに対して，ある正の実数 δ が存在して，x > δ であるすべての xについて |f(x)− α| < ε

となるとき，関数 f(x)は x → ∞で αに収束するといい， lim
x→∞

f(x) = αと表す．

補題 3.1 単調増加な関数 f(x)が lim
x→∞

f(x) = 0を満たすとき，任意の実数 tに対し f(t) < 0が成立する．

証明
背理法により証明する．f(s) > 0 を満たす実数 s が存在すると仮定する．この実数 s を固定し，ε = f(s) とお
く． lim

x→∞
f(x) = 0であるので，ある正の実数 δ が存在して，t > δ であるすべての tについて |f(t)− 0| < εが

成立する．ここで s < tかつ δ < tとなるような実数 tをとると，f(t) ≦ |f(t)− 0| < ε = f(s)となる．すなわ
ち，s < tを満たす実数において f(s) > f(t)が成立する．これは関数 f(x)の単調増加性に矛盾する． ■

また，次の補題も同様に成立する．

補題 3.2 単調減少な関数 f(x)が lim
x→∞

f(x) = 0を満たすとき，任意の実数 tに対し f(t) > 0が成立する．
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