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1 はじめに
スターリングの公式を用いた二項分布の正規近似 (その 1)では，二項分布の基本的な性質およびネイピア数 (自
然対数の底)の定義を記述した．今回はウォリスの公式を用いてガウス積分の証明および正規分布の諸性質につい
て記述する．

2 ガウス積分
正規分布の確率密度関数の満たす性質，平均，分散などを求める際に必要となるガウス積分の証明を行う．

2.1 ウォリスの積分公式
定義 2.1 (二重階乗) 自然数 nに対し，nの二重階乗を次のように定める．

n!! =

{
n(n− 2) · · · 3 · 1 (nが奇数のとき)

n(n− 2) · · · 4 · 2 (nが偶数のとき)

定理 2.2 (ウォリスの積分公式) 自然数 nに対し，次の等式が成立する．

∫ π
2

0

sinn xdx =

∫ π
2

0

cosn xdx =


(n− 1)!!

n!!
(nが奇数のとき)

(n− 1)!!

n!!
· π
2

(nが偶数のとき)

証明
In =

∫ π
2

0

cosn xdxとおく．

In =

∫ π
2

0

(sinx)′ cosn−1 xdx

=
[
sinx cosn−1 x

]π
2

0
+ (n− 1)

∫ π
2

0

(1− cos2 x) cosn−2 xdx

= (n− 1)(In−2 − In)

より，In =
n− 1

n
· In−2 を得る．ここで

I0 =

∫ π
2

0

dx =
π

2
I1 =

∫ π
2

0

cosxdx = 1

1



であるので，nが奇数のとき

In =
n− 1

n
· n− 3

n− 2
· n− 5

n− 4
· · · 2

3
· I1 =

(n− 1)!!

n!!

nが偶数のとき

In =
n− 1

n
· n− 3

n− 2
· n− 5

n− 4
· · · 1

2
· I0 =

(n− 1)!!

n!!
· π
2

Jn =

∫ π
2

0

sinn xdxとおく．

Jn =

∫ π
2

0

(− cosx)′ sinn−1 xdx

=
[
− cosx sinn−1 x

]π
2

0
+ (n− 1)

∫ π
2

0

(1− sin2 x) sinn−2 xdx

= (n− 1)(Jn−2 − Jn)

より，Jn =
n− 1

n
· Jn−2 を得る．ここで

J0 =

∫ π
2

0

dx =
π

2
J1 =

∫ π
2

0

sinxdx = 1

したがって，In の場合と同様に成立する． ■

2.2 ウォリスの公式
定理 2.3 (ウォリスの公式) [5] 次の等式が成立する．

lim
n→∞

1√
n
· (2n)!!

(2n− 1)!!
=

√
π

証明
0 < x < π

2 において，0 < sinx < 1より

sin2n+1 x ≦ sin2n x ≦ sin2n−1 x

各辺 0 < x < π
2 の範囲で定積分すると∫ π

2

0

sin2n+1 xdx ≦
∫ π

2

0

sin2n xdx ≦
∫ π

2

0

sin2n−1 xdx

ウォリスの積分公式 (定理 2.2)を用いることにより

(2n)!!

(2n+ 1)!!
≦ (2n− 1)!!

(2n)!!
· π
2
≦ (2n− 2)!!

(2n− 1)!!

各辺 1

π
· (2n− 1)!!

(2n− 2)!!
をかけることにより

1

π
· 2n

2n+ 1
≦ n

{
(2n− 1)!!

(2n)!!

}2

≦ 1

π

2



ここで

lim
n→∞

1

π
· 2n

2n+ 1
=

1

π

であるので，はさみうちの原理より

lim
n→∞

n

{
(2n− 1)!!

(2n)!!

}2

=
1

π

を得る．したがって

lim
n→∞

1√
n
· (2n)!!

(2n− 1)!!
=

√
π

が成立する． ■

2.3 ガウス積分の証明の準備
補題 2.4 [4] 0 < t < 1とする．このとき，次の不等式が成立する．

1 + t ≦ et ≦ 1

1− t

証明
f(t) = et − (1 + t) とおく．f ′(t) = et − 1 より，0 < t < 1 において f ′(t) > 0 となることがわかる．また
f(0) = 0であるので，0 < t < 1のとき f(t) > 0すなわち 1 + t ≦ et が成立する．
g(t) =

1

1− t
− et とおく．g(t) =

1− (1− t) et

1− t
である．ここで，h(t) = 1− (1− t) et とおくと 0 < t < 1にお

いて g(t)と h(t)の正負は一致する．h′(t) = t · et より，0 < t < 1において h′(t) > 0となることがわかる．また
h(0) = 0より，0 < t < 1のとき h(t) > 0であるので g(t) > 0すなわち et ≦ 1

1− t
が成立する． ■

補題 2.5 [4] nを自然数とする．次の不等式が成立する．∫ 1

0

(1− x2)ndx ≦
∫ 1

0

e−nx2

dx ≦
∫ 1

0

1

(1 + x2)n
dx

証明
0 < x < 1のとき，0 < x2 < 1である．補題 2.4において，t = x2 として適用すると次が成立する．

1 + x2 ≦ ex
2 ≦ 1

1− x2

各辺逆数をとり，さらに n乗することにより，次の不等式を得る．

(1− x2)n ≦ e−nx2 ≦ 1

(1 + x2)n

各辺 0 ≦ x ≦ 1の範囲で定積分すると，求めたい不等式を得る． ■

命題 2.6 [4] nを自然数とする．次の不等式が成立する．

√
n

∫ π
2

0

cos2n+1 θdθ <

∫ √
n

0

e−t2dt <
√
n

∫ π
2

0

cos2n−3 θdθ
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証明
補題 2.5より， ∫ 1

0

(1− x2)ndx ≦
∫ 1

0

e−nx2

dx ≦
∫ 1

0

1

(1 + x2)n
dx

左辺において，x = sin θ と置換すると∫ 1

0

(1− x2)ndx =

∫ π
2

0

cos2n+1 θdθ

また中辺において，t =
√
nxと置換すると∫ 1

0

e−nx2

dx =
1√
n

∫ √
n

0

e−t2dt

また右辺において，x = tan θ と置換すると∫ 1

0

1

(1 + x2)n
dx =

∫ π
4

0

cos2n−2 θdθ

ここで 0 ≦ θ ≦ π

2
において，0 ≦ cos θ ≦ 1より cos2n−2 θ ≦ cos2n−3 θ であるので

∫ π
4

0

cos2n−2 θdθ ≦
∫ π

2

0

cos2n−3 θdθ

となることがわかる．したがって次が成立する．∫ π
2

0

cos2n+1 θdθ <
1√
n

∫ √
n

0

e−t2dt <

∫ π
2

0

cos2n−3 θdθ

各辺 √
nをかけると，求めたい不等式を得る． ■

2.4 ガウス積分の証明

関数 f(x) が実数全体上の連続関数であるとき，実数 c に対して極限値 lim
s→−∞

∫ c

s

f(x) dx および

lim
t→∞

∫ t

c

f(x) dxが存在するとき，次のように広義積分
∫ ∞

−∞
f(x) dxを定義することができる．

∫ ∞

−∞
f(x) dx = lim

s→−∞

∫ c

s

f(x) dx+ lim
t→∞

∫ t

c

f(x) dx

定理 2.7 (ガウス積分) [4] ∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√
π

4



証明
e−x2 は偶関数であるので，次の等式が成立することを示せばよい．∫ ∞

0

e−x2

dx =

√
π

2

命題 2.6より

√
n

∫ π
2

0

cos2n+1 θdθ <

∫ √
n

0

e−t2dt <
√
n

∫ π
2

0

cos2n−3 θdθ

であるので，ウォリスの積分公式 (定理 2.2)より

√
n

∫ π
2

0

cos2n+1 θdθ =
√
n · (2n)!!

(2n+ 1)!!

√
n

∫ π
2

0

cos2n−3 θdθ =
√
n · (2n− 4)!!

(2n− 3)!!

また，ウォリスの公式 (定理 2.3)から次がわかる．

lim
n→∞

√
n · (2n)!!

(2n+ 1)!!
= lim

n→∞

1√
n
· (2n)!!

(2n− 1)!!
· n

2n+ 1
=

√
π

2

lim
n→∞

√
n · (2n− 4)!!

(2n− 3)!!
= lim

n→∞

1√
n
· (2n)!!

(2n− 1)!!
· n · (2n− 1)

(2n− 2) · 2n
=

√
π

2

したがって，はさみうちの原理から

lim
n→∞

∫ √
n

0

e−t2dt =
π

2

となることがわかる． ■

3 正規分布の諸性質
正規分布の確率密度関数が満たす性質および (標準)正規分布の平均と分散をガウス積分を用いて求める．

3.1 確率密度関数が満たす性質

確率変数X が連続的な値をとるとき，a ≦ X ≦ bとなる確率 P (a ≦ X ≦ b)が，f(x) ≧ 0である関数 f(x)

を用いて P (a ≦ X ≦ b) =

∫ b

a

f(x) dxとなるとき，この f(x)を確率密度関数という．確率変数の取りうる

範囲が α ≦ X ≦ β ならば
∫ β

α

f(x) dx = 1, X がすべての実数値をとるならば
∫ ∞

−∞
f(x) dx = 1である．

命題 3.1 µを実数，σ を正の数とする．このとき，次が成立する．

任意の実数 xにおいて， 1√
2πσ

· e−
(x−µ)2

2σ2 ≧ 0(i)

∫ ∞

−∞

1√
2πσ

· e−
(x−µ)2

2σ2 dx = 1(ii)

5



証明
任意の実数 tにおいて，et ≧ 0であるので，任意の実数 xに対し 1√

2πσ
· e−

(x−µ)2

2σ2 ≧ 0が成立する．
y =

x− µ√
2σ
と置換し，ガウス積分より

∫ ∞

−∞

1√
2πσ

· e−
(x−µ)2

2σ2 dx =

∫ ∞

−∞

1√
2πσ

· e−y2√
2σ dy

=
1√
π

∫ ∞

−∞
e−y2

dy

=
1√
π
·
√
π

= 1

■

3.2 標準正規分布の平均と分散

確率変数 X が連続的な値をとり，X のとりうる範囲 a ≦ X ≦ b, (−∞ ≦ a < b ≦ ∞)，確率密度関数を
f(x)とする．このとき，X の平均 E(X)を次で定める．

E(X) =

∫ b

a

x · f(x) dx

また E(X) = mとおく．X の分散 V (X)を次で定める．

V (X) =

∫ b

a

(x−m)2 · f(x) dx

また，

V (X) =

∫ b

a

x2 · f(x) dx− 2m

∫ b

a

x · f(x) dx+m2

∫ b

a

f(x) dx

= E
(
X2
)
− 2m2 +m2

= E
(
X2
)
− {E(X)}2

したがって，次の等式が成立することがわかる．

V (X) = E
(
X2
)
− {E(X)}2

命題 3.2 (標準正規分布の平均と分散) 次の等式が成立する．∫ ∞

−∞
x · 1√

2π
e−

x2

2 dx = 0(i)

∫ ∞

−∞
x2 · 1√

2π
e−

x2

2 dx = 1(ii)

証明
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(i)を示す

∫ ∞

−∞
x · 1√

2π
e−

x2

2 dx =
1√
2π

∫ ∞

−∞
xe−

x2

2 dx

ここで， lim
s→−∞

∫ 0

s

xe−
x2

2 dx = lim
s→−∞

[
−e−

x2

2

]0
s

= lim
s→−∞

(
−1 + e−

s2

2

)
= −1

lim
t→∞

∫ t

0

xe−
x2

2 dx = lim
t→∞

[
−e−

x2

2

]t
0

= lim
t→∞

(
−e−

t2

2 + 1
)

= 1

より，広義積分
∫ ∞

−∞
xe−

x2

2 dxは存在し，その値は
∫ ∞

−∞
xe−

x2

2 dx = −1 + 1 = 0

(ii)を示す

∫ ∞

−∞
x2 · 1√

2π
e−

x2

2 dx =
1√
2π

∫ ∞

−∞
x2e−

x2

2 dx

=
1√
2π

([
−xe−

x2

2

]∞
−∞

+

∫ ∞

−∞
e−

x2

2 dx

)
=

1√
2π

∫ ∞

−∞
e−

x2

2 dx

ここで，y =
x√
2
とおくとガウス積分より∫ ∞

−∞
x2 · 1√

2π
e−

x2

2 dx =
1√
2π

·
√
2

∫ ∞

−∞
e−y2

dy

=
1√
2π

·
√
2π

= 1

■

3.3 正規分布の平均と分散
µを実数，σ を正の数とする．関数 f(x)を次のように定める．

f(x) =
1√
2πσ

· e−
(x−µ)2

2σ2

このとき，任意の実数 tに対し，等式 f(µ+ t) = f(µ− t)が成立することがわかる．

命題 3.3 (正規分布の平均) µを実数，σ を正の数とする．このとき，次の等式が成立する．∫ ∞

−∞
x · 1√

2πσ
· e−

(x−µ)2

2σ2 dx = µ
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証明

f(x) =
1√
2πσ

· e−
(x−µ)2

2σ2 とおく．∫ ∞

−∞
xf(x) dx =

∫ ∞

−∞
(x− µ)f(x) dx+ µ

∫ ∞

−∞
f(x) dx

=

∫ ∞

−∞
(x− µ)f(x) dx+ µ

=

∫ µ

−∞
(x− µ)f(x) dx+

∫ ∞

µ

(x− µ)f(x) dx+ µ

ここで，x = 2µ− tと置換すると∫ µ

−∞
(x− µ)f(x) dx = −

∫ ∞

µ

(t− µ)f(2µ− t) dt

f(2µ− t) = f(µ+ (µ− t)) = f(µ− (µ− t)) = f(t)より∫ µ

−∞
(x− µ)f(x) dx = −

∫ ∞

µ

(t− µ)f(t) dt

したがって∫ ∞

−∞
xf(x) dx = −

∫ ∞

µ

(t− µ)f(t) dt+

∫ ∞

µ

(x− µ)f(x) dx+ µ

= µ

■

命題 3.4 (正規分布の分散) µを実数，σ を正の数とする．このとき，次の等式が成立する．∫ ∞

−∞
(x− µ)2 · 1√

2πσ
· e−

(x−µ)2

2σ2 dx = σ2

証明∫ ∞

−∞
(x− µ)2 · 1√

2πσ
· e−

(x−µ)2

2σ2 dx =
1√
2πσ

([
−σ2(x− µ)e−

(x−µ)2

2σ2

]∞
−∞

−
∫ ∞

−∞

(
−σ2e−

(x−µ)2

2σ2 dx

))

= σ2

∫ ∞

−∞

1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 dx

= σ2

■

定義 3.5 (正規分布) 確率変数 X の確率密度関数が次で与えられるとする．

f(x) =
1√
2πσ

· e−
(x−µ)2

2σ2

ただし µ は実数，σ は正の数とする．このとき，X は平均 µ，分散 σ2 の正規分布 N (µ, σ2) に従うといい，
X ∼ N (µ, σ2)と表す．とくに µ = 0, σ2 = 1のとき，標準正規分布 N (0, 1)という．
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